COURS DE MATHEMATIQUES

Chapitre n° 9 : Arithmétique

Niveau : Troisiéme

Année scolaire
2024 - 2025

Notions abordées :

— Division euclidienne, multiples et diviseurs;

— Déterminer les diviseurs d’un nombre ;

— Criteres de divisibilités par 2, 3, 5 et 9;

— Nombres premiers, liste des nombres premiers < 30;
— Décomposition en produit de facteurs premiers;

— Simplification de fractions;

— PGCD et problémes de répartitions.

Compétences évaluées :

— Déterminer la liste des nombres premiers inférieurs a 100,
— Décomposer un nombre entier en produit de facteurs premiers,
— Utiliser les nombres premiers inférieurs a 100 pour :

— reconnaitre et produire des fractions égales,

— simplifier des fractions.

— Modéliser et résoudre des problemes simples mettant en jeu les notions de divisibilité et de nombre
premier.
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I Division euclidienne

Définition : Division euclidienne

Soit a et b deux entiers positifs avec b # 0.
Effectuer la division euclidienne de a par b c’est trouver les deux entiers ¢ et r tel que :

a=bqg+r avec 0<r<bd
a est le dividende, b le diviseur, ¢ le quotient et r le reste.

dividende — a b <« diviseur

q <— quotient

reste — r

Effectuer la division euclidienne de 256 par 12 :

256 1 2
- 24 |21
16
- 12
4
256 = 12x21+4+4 21 est le quotient et 4 le reste 0 <4 < 12

IT Multiples et diviseurs

DEFINITION

Définition :
Soient a et b deux entiers positifs.
On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier positif k tel que a = bk.

Dans ce cas b et k sont des diviseurs de a.

On dit que a est divisible par b et k.

27 est un multiple de 9 car 27 =9 x 3. 60 est un multiple de 5 car 60 =5 x 12.
9 et 3 sont des diviseurs de 27. 5 et 12 sont des diviseurs de 60.
27 est divisible par 9 (et par 3). 60 est divisible par 5 (et par 12).
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Remarque : b est un diviseur de a si le reste de la division euclidienne de a par b est 0.

ATTENTION

Il ne faut pas confondre multiple et diviseur!

est un diviseur de

100 20
est un multiple de

CRITERES DE DIVISIBILITE

PROPRIETE.  (admise)

- Si le chiffre des unités d’un nombre est 0, 2, 4, 6 ou 8, alors il est divisible par 2;
- Si la somme des chiffres d’'un nombre est divisible par 3, alors il est est divisible par 3;

- Si les deux derniers chiffres d’'un nombre forme un nombre divisible par 4 alors il est divisible par
4;

- Si un nombre se termine par 0 ou 5 alors il est divisible par 5;
- Si la somme des chiffres d’'un nombre est divisible par 9 alors il est divisible par 9;

- Si un nombre se termine par 0 alors il est divisible par 10.

Divisible par 2 : 34 ; 856 ; 2150

Divisible par 3: 315 (3+1+5=9=3x%x3) ; 5241 (5+2+4+1=12=3 x 4)
Divisible par 4 : 612 (12=4x3) ; 21 840 (40 =4 x 10)

Divisible par 5: 65 ; 350 ; 10475

Divisible par 9 : 855 (84+5+4+5=18=9x2) ; 631854 (6+3+14+8+5+4=27=9x%3)
Divisible par 10 : 80 ; 960 ; 97 820

PROPRIETE.

- Tous les nombres sont divisibles par 1. - Un nombre est toujours divisible par lui méme.

ITII Nombres premiers

— Introduction

» Déterminons la liste des diviseurs des nombres suivants :

20 :1,2,4,5,10 et 20 21 :1,3,7Tet 21
48 :1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 16 24 et 48 100 : 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 et 100
5:1etb 13 :1et 13 23 :1et 23 29 : 1 et 29

e Que peut-on remarquer pour certains de ces nombres ?
— Certains ne possedent que deux diviseurs.
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DEFINITION

Définition :

et positifs : 1 et lui-méme.

Un nombre premier est un entier positif qui admet exactement deux diviseurs distincts entiers

Théoréme d’Euclide (ADMIS)

Il existe une infinité de nombres premiers.

CRIBLE D’ERATOSTHENE

Pour déterminer les nombres premiers, on commence
par barrer le 1 qui n’est pas premier.

2 est premier, on I’entoure et on barre tous les multiples

de 2.

Le premier nombre non barré apres 2 est 3.

3 est premier, on I'entoure et on barre tous les multiples | 47

de 3.

%4 OOV 4O 4O
11 13 17 19
/ 23 29
31 37

43 47
/5/ 53 7 59

Le premier nombre non barré apres 3 est 5.

5 est premier, on I’entoure et on barre tous les multiples
de 5.

Cw

2]
08

On continue ainsi de suite.

Ce procédé, appelé crible d’Eratosthéne permet de
déterminer les nombres premiers.

NOMBRES PREMIERS INFERIEURS A 100

2 3 5 7 11 13 17 19
43 47 93 29 61 67 71 73

DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS

71 73 /// 79
/e/ 83 89
/9/ 97 1

23 41
79

PROPRIETE.  (admise)

Cette décomposition est unique a 'ordre pres des facteurs.

Un nombre entier supérieur ou égal a 2 se décompose en produit de facteurs premiers.

Décomposition de 84 en produit de facteurs premiers :

84 est divisible par 2
42 est divisible par 2
21 est divisible par 3

84 = 2 x 42
84 =2x2x21
84=2x2x3x7

On cherche les diviseurs premiers de 84 dans I'ordre croissant :

7 est premier donc la décomposition est terminée, on écrit : 84 = 2 x2x 3 x 7
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Décomposition de 1600 en produit de facteurs premiers. On décompose jusqu’a obtenir uni-
quement des nombres premiers :

1600 = 16 X100 = 4x4x25 x4 = 2X2X2x2x5x5x2x2 = 206 x 52

IV Simplification de fractions

REMARQUE

Décomposer le numérateur et le dénominateur d’une fraction en produit de facteurs premiers
permet de la simplifier rapidement.

Simplifier la fraction —
tmpl e L, heasinlon oo

@_2x2x5x7_2><2_§
105 3x3x7 3 3

On décompose 140 et 105 en, produit de facteurs premiers :

V PGCD

DEFINITION

Définition :
Le PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) de deux nombres entiers (non nuls) est le plus
grand entier qui les divise simultanément.

On note PGCD(a ; b) le PGCD de deux entiers non nuls a et b.

Remarque : On peut déterminer le PGCD en faisant la liste des diviseurs ou bien en utilisant la
décomposition en facteurs premiers.

1) Déterminer le PGCD de 38 et de 57.
Diviseurs de 38 : 1; 2; 19; 38 Diviseurs de 57 : 1; 3; 19 ; 57

Ainsi : PGCD(38 ; 57) =19

2) Déterminer le PGCD de 24 et de 156.

On décompose en produit de facteurs premiers et on identifie les facteurs communs auz
décompositions.

24 = 2x12 = 2%x2%X6 = 2%Xx2x%x2x%x3
156 = 2x78 = 2x2x%x39 = 2x2x%x3x%x13
PGCD(24; 156) = 2x2x3 = 12
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PROBLEMES DE REPARTITION

Un fleuriste souhaite réaliser le plus de bouquets identiques en utilisant :
- 90 Lys; - 660 roses; - 450 jonquilles.

On cherche le PGCD de 90, 660 et 450.

Décomposition en produit de facteurs premiers : | On regroupe les facteurs en commun :

90 =2x3x%x3x%x5 90 =30 x 3
660 =2x3xHx2x11 660 = 30 x 22
450 =2x3x3x5Hx5 450 = 30 x 15

Il pourra donc réaliser 30 bouquets composés chacun de 3 Lys, 22 roses et 15 jonquilles.
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